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Introducgado

= E importante relacionar, por meio de um modelo matemdtico, a
varidvel resposta (ou dependente) com o conjunto de varidveis
explicativas (ou independentes).

= Para ter controle, determinar algum parametro ou mesmo fazer
previsdo acerca do comportamento da varidvel resposta.



Diferenga entre regressdo e interpolagado

Polindmio interpolador de grau n-1 é construido de modo a passar
por n pontos dados:

P, 1(2) = ag +ajz +axz® + ... +a,_ 12" L.

Possui n coeficientesa,i=0,1,...,n-1

O ndmero de pontos utilizados para gerar o polinmio interpolador
é igual ao nimero de coeficientes do polinomio.

O Polinémio de regressdo de grau g, usando n pontos:

Ug(x) = bo + b1z + boa® + ... 4 bga?.

sendog<n- 1.

Quando g = n - 1 o polindmio de regressdo € idéntico ao polinomio
interpolador.



Diferenga entre regressdo e interpolagado

= Polinomio de regressdo de grau g = 2 com n = 5 pontos.

Regress3o com polindrmis de grau 2
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= Quando o polindmio de regressdo possuir graug=n-1=4 ele se
torna idéntico a um polindmio interpolador de mesmo grau.

= O PI passa por todos os pontos do diagrama de dispersdo:



Diferenga entre regressdo e interpolagado

Interpofacdo com polindmic de grau 4
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Diferenga entre regressdo e interpolagado

= Em termos de complexidade computacional, a interpolacdo é um
processo mais simples que a regressdo polinomial (solugdo do
sistema linear).

= A interpolagdo deve ser utilizada quando se necessita de um valor
intermedidrio ndo constante de uma tabela.

= A regressdo tem que ser utilizada quando se deseja estimar um
pardmetro de um modelo semideterministico e/ou prever um valor
dado por esse modelo.



Relagcdo entre Variaveis

As relagOes entre as varidveis envolvidas em um experimento podem
ser classificadas em trés tipos: deterministicas, semideterinisticas e
empiricas.

Relacoes deterministicas:

» Varidveis relacionadas entre si por uma lei expressa por formula
matemdtica precisa.

» Variagdo nas observagdes € atribuida a erros experimentais.

 Por exemplo, se r reais forem investidos durante m meses a uma
taxa de juros j, ao final do prazo ter-se-a v reais.

* As varidveis r, m, j e v estdo relacionadas pela expressdo exata
fornecida pela Matemdtica Financeira v = r(1+j)™, que e a lei dos
juros compostos.

* Qualquer analise adicional é desnecessdria para relacionar estas
varidveis.



Relagcdo entre Variaveis

Relacoes semideterministicas:

Alguma teoria prescreve uma forma para a relagdo entre as
varidveis, mas ndo os valores particulares dos pardmetros que
aparecem na relagdo.

E necessdrio realizar experimentos para obter informagdes acerca
desses pardmetros.

Precisdo limitada dos instrumentos de medida, as perturbagdes
incontroldveis dos experimentos e outros fatores introduzem erros
nos dados, causam perturbagdo na verdadeira relagdo.

Por exemplo, a concentragdo ¢ de uma substdncia apés um tempo t
em uma reagdo quimica de primeira ordem é c = coe®, ¢,
concentragdo inicial e k: constante de velocidade de uma reagdo
especifica. A constante k é obtida experimentalmente.



Relagcdo entre Variaveis

Relagoes empiricas:

Relacdo entre as varidveis envolvidas ndo é conhecida.
Determinar uma formula matemadtica que relacione essas varidveis.

O Grafico feito com valores observados dessas varidveis fornhece
uma idéia da relagdo entre elas com algumas variagdes aleatérias.

Pode ser que a relagdo obtida ndo siga uma formula matemdtica
precisa, dada a complexidade do problema.

Deve-se ter suficiente conhecimento sobre uma relagdo empirica,
para desenvolver a teoria que conduza a uma férmula matemadtica,
caso semideterminstico.



Regressdo Linear Simples

*+ As relagdes mais simples entre duas varidveis sdo as relagoes
lineares.

* A varidvel independente ou explicativa x € relacionada com a
varidvel dependente ou respostay por meio de um modelo linear:

y = bg + byx.

Diagrama de dispersdo:

* Uma etapa importante ao analisar a relagdo entre duas variaveis é
esbocar os dados em um grdfico de coordenadas cartesianas
denominado diagrama de dispersdo.

+ Diagrama mostra a natureza da relagdo intrinseca entre as duas
varidveis estudadas.



Regressdo Linear Simples

+ Sejam os dados da tabela relacionando as variaveis x e y:

+10,3[2,7(45|59]|7,8
yl1,811,9]13,1[3,9(3,3]

- Diagrama de dispersdo de dados:

Diagrama de dispers3o

vandvel resposta y
[




Regressdo Linear Simples

Retas de Regressdo:

Modelo simples que relaciona as varidveis x e y é:

Yy = ;_30 —|— ;_'3111‘ + c.

Bo e B, sdo os pardmetros a serem estimados.

¢ contém os componentes desconhecidos e aleatdrios de erro que se
sobrepoem a verdadeira relagdo linear.

Como estimar os parametros 3, e /3, ?



Regressdo Linear Simples

Modelo 1.

Usar o polindomio interpolador linear.

Através do diagrama de dispersdo apresentado € possivel perceber
que ndo se pode tragar uma Unica reta que passe por todos os
pontos simultaneamente.

Assim a reta é esbogada a partir de dois pontos quaisquer, por
exemplo, o primeiro e o Ultimo:

r|0,3]7,8
y|1,8]3,3]|

Equagdo da reta u(x) que passa por estes dois pontos:

_ 33-1.8
Y1—Yo (z—z0)= 1-8+ﬁ(‘1’_0‘3)‘

ulxr ) =vyg+
(@)=vo T1—I(Q 7,8—0,

w(zx) =1.8402(xz—03) ~ u(x) = 1.74 4+ 0.2z.



Regressdo Linear Simples

- A Figura a sequir mostra a reta u=1.74+0.2x tragada entre os
pontos do diagrama de dispersdo.

* A distdncia vertical d; entre o i-ésimo ponto dado y; e o ponto u; =
1.74+0.2x; de mesma abscissa x; é:

di = yi — u;.




Regressdo Linear Simples

+ Uma forma de calcular a qualidade do ajuste é calculando a soma de
todas as n distancias verticais de y; aos pontos da reta u; =
1.74+0.2x; considerando os valores positivos de d;

D(bo, b1) Z(u;—us) —Zm bo —byz;) %= Zd2

i=1 1=1

5
D(1,74;0,2) = ¥ (y; — (1,74 4+ 0,22;)).
i=1

T; Y; u; d;
0311811801 0,001 Resultados do ajuste
2,111,912,28| -0,38 | pelo modelo 1.

4,513,1] 2,64 0,46
5913,9] 292 0,98
7,813,3]3,30 0,00
D(1,74;0,2) = 1,3164

=,

g obE W N =




Regressdo Linear Simples

Modelo 2:

Usa o polindmio interpolador linear.

- Reta tragada por dois pontos quaisquer.

» Pontos escolhidos ndo pertencentes ao diagrama de dispersdo.

» Por exemplo, escolhendo os pontos

1216
y| 23]
A reta u(x) sera:
y1 — v 3-2
u(r) = yg + L D(I —xg) =2+
T — ITQ 6—2

2+ 0.25(x —2) ~u(x) =15+ 0,25z.

(x —2)



Regressdo Linear Simples

- A Figura a sequir mostra a reta u=15+0.25x tragada entre os
pontos do diagrama de dispersdo.

- A tabela mostra os resultados do ajuste pelo modelo 2.

Ajuste do modelo 2

I, i

Yi

w;

d;

o B WM

0,3
2,7
4,5
5,9
7,8

1,8
1,9
3,1
3,9
3,3

1,575
2,175
2,625
2,975
3,450

0,225
—0,275
0,475 |
0,925
—0,150

D(1,5;0,25) = 1,2300

O modelo 2 é mais adequado:
D(1,5:0,25) = 1,2300 < D(1,74;0,2) = 1,3164.



Regressdo Linear Simples

Método dos minimos quadrados:

A qualidade do ajuste depende da equagdo da reta escolhida.

* Reta que ndo passa por dois pontos dentre aqueles do diagrama de
dispersdo produziu resultado melhor.

+ Por onde se deve tracar a reta de modo a obter o menor valor do
desvio D?

+ O método dos minimos quadrados consiste em encontrar uma
estimativa da reta u = S+ Bx para produzir o menor valor possivel
do desvio:

()

Tt
o - 1 3 \ -
D(Bo,B1) = > (wi—u)? =Y (yi — Bo — B1zi)?
=1

i=1 1



Regressdo Linear Simples

» Cujas derivadas parciais sdo: D(Bo. A1) = Y- (vi—w)? = Y (i = o — A1w:)?

i=1 i=1
1’)']__}( jO jl )
19, 30

_ZZ(%_ Bo — B174).
i—1

Uf)(jo jl)
4’_)31

= -2 Z(UF — B — Bixi)x;.

=1

Os valores para os quais a fungdo D(5,, /) possui um minimo sdo
aqueles onde as derivadas parciais se anulam.

Se D(bg, b;) for o ponto de minimo de D(4,, A;), entdo:

_ZZ(H;_'{*D_'{*IH)—O—*Z bo+ Zblh—z Yis

i=1 i=1 i=1 1=1

—22(1;3—50—5113)1 =0 — ZE}OI +Zblt Z TiYj.

i=1 i=1 i=1 i=1



Regressdo Linear Simples

Na forma matricial:

* Os valores em que D(f, ;) apresentam um minimo sdo obtidos pela
solucdo do sistema linear denominado equacdes normais.

» Utilizando as operagoes I-elementares, obtém-se:

n o y.r;

* Cuja solugdo é:

n S xy
Soxp Y. 1?

_% Ooxi) 2o Zx% —Liva i 2 Yit+ 2Ty

u(x) = bg + by

S wy v -ny o
(Y z)2—nY 1;2 |




Regressdo Linear Simples

Exemplo: Calcular a reta de minimos quadrados usando:

* Valores dos somatérios necessdrios para resolver o sistema:

0,3

2,7

4,5

5,9

7,8

1,8

1,9

3,1

3,9

3,3 |

2

2

) T Y; x; Ty Y;

1 0,3 1,8 0,09 0,54 3,24
2 2,7 1,9 7,29 513 3,61
3 4.5 3,1 20,251 13,95 9,61
4 59 3,9 34,81 23,01 | 15,21
5 7,8 3,3 60,84 | 25,74 |1 10,89
> 121,2114,0]1 123,28 68,37 |42,56




Regressdo Linear Simples

» Solugdo de quadrados minimos:

N Yy —nd Ty 21,2-14,0 —5.-68.37
by = 5 5 = 5 ~ b = 0,2698;
(X xi)c —nd x} (21,2)< —5-123,28

>y;—by>x; 14,0-0,2698-21,2
bo = — = ~» bg = 1,6560
n

u=1,6560 + 0,2698x



Regressdo Linear Simples

* Reta u e ajuste de quadrados minimos:

Ajuste de quadrados minimaos

1 I I I I
0 i 2 3 4 ]
X

* Melhor dos trés modelos propostos:

D(1,6560;0.,2698) = 0,9289 < D(1,5;0,25) = 1,2300 <

1
i

i
B

&€ i

Yi

w;

d;

g~ W N

0,3
2,7
4,5
5,9
7,8

1,8
1,9
3,1
3,9
3,3

1,7369
2,3845
2,8701
3,2478
3,7604

0,0631
—0,4845
0,2299 |
0,6522
—0,4604

D(1,6560;0,2698) = 0,9289

D(1,74;0,2) = 1,3164.
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